KHBL TD 18 : Révisions nombres complexes, variables a densité 2025-2026

*
Exercice 1 Voir correction —

Le but de cet exercice est de démontrer la formule du terme général d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 dont
I’équation caractéristique n’admet pas de solution réelle.

On note RY Pensemble des suites numériques. On admet que cet ensemble muni de la somme et du produit défini
ci-dessous est un R-espace vectoriel :

V(un)neN S RNav(vn)neN S RN: (un)nEN + (vn)neN = (un + 'Un)nEN

VA e R, V(un)nEN € RNv A (un)nEN = ()‘un)neN

On considere deux réels a et b tels que I'équation 72 = ar+b n’admet aucune solution réelle, et on s’intéresse a I’ensemble

F de toutes les suites numériques (uy,)nen qui vérifient :
Vn €N, upyo = aupq1 + buy,

1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
2) Soit ¢ P'application de F' vers R? par :
Y F — R?
(Un)nen  +—  (uo,u1)
a) Montrer que ¢ est injective.
b) Montrer que ¢ est surjective.
¢) En déduire que dim(F) = 2.
3) On cherche maintenant & déterminer une base de F'.

Soient 1 = pe’ et ro = pe~* les deux solutions complexes de I'équation r2 = ar + b, avec p € RT* et § € R.
On pose, pour tout entier naturel n :

Tn = p"cos(nd) et y, = p"sin(nh)

a) Montrer que (2, )nen €t (Yn)nen sont dans F.
b) Montrer que ((zn)nen; (Yn)nen) est une famille libre de F.
¢) En déduire que ((zn)nens (Un)nen) est une famille génératrice de F'.

4) En déduire que pour toute suite numérique (u,,) vérifiant :

VneN, Upto = aupy1 + buy,
il existe deux réels \ et p tels que :

VneN, wu, = Ap" cos(nd) + pp" sin(nd)

* *
Exercice 2 Voir correction —

Le but de cet exercice est de retrouver un résultat du cours sur les racines n-emes de 'unité.
Soit n € N*. On cherche tous les nombres complexes z tels que 2" = 1 en raisonnant par analyse-synthese.

1) On suppose dans cette question que z est un nombre complexe vérifiant z” = 1. On rappelle qu'il existe un réel
p > 0 et un réel 0 tels que z = pe? = p(cos(f) + isin(h)).

a) Montrer que |z|™ = 1 puis que p = 1.

2
b) Justifier que 16 est un multiple de 27. En déduire qu’il existe un entier relatif m tel que § = omr
n

¢) Montrer qu’il existe un entier k dans {0,...,n — 1} tel que m — k est un multiple de n. On pourra utiliser la
division euclidienne de m par n.

d) En déduire que z peut s’écrire :

avec k un entier dans {0,...,n — 1}.

2) On suppose dans cette question que z = %" avec k € {0,...,n — 1}. Vérifier que z™ = 1.
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3) Application : soit ¢ = 3 — 4i. On cherche I'ensemble des nombres complexes z tels que z° = c.
a) Déterminer p > 0 et 6 deux réels tels que ¢ = pe®.
b) On pose w = p% e’s . Vérifier que :

5
25:c<:><3> =1
w

c¢) En déduire 'ensemble des solutions de I’équation z° = c.

* X %
Exercice 3 Voir correction —

(oraux ENS 2018) _
Soit £ > 2 un entier et w = e

1) Soit j > 0 un entier. Si j est un multiple de k, que vaut w’ ?
2) Pour tout entier 0 < ¢ < k — 1, montrer que |1 + w*| = w2 + w*/?| = 2|cos (Z¢)]

3) Soit j > 0 un entier. Calculer la quantité
k-1
>
=0

suivant si j est un multiple de k£ ou non.

4) Montrer que :

n n 1 B 1 k—1 .
> ) =s2m 4 Y (4w
§=0 J k =1

j multiple de k

Nl

5) Soit X,, le nombre de piles obtenus dans une succession de lancers indépendants d’une piece équilibrée. Montrer
que la probabilité que X,, soit un multiple de k converge lorsque n — +oco et calculer la limite.

*
Exercice 4 Voir correction —

Pour chacune des fonctions suivantes, montrer que c¢’est une fonction de répartition d’une variable a densité X, et préciser

une densité de X :
1
1) Ve € R, F(z)= — arctan(z) + %
T

(%)n six €0, A]
0

2) Soit A >0 un réel fixéet n e N*. Ve e R, F(z)= siz <0
1 siz>A
mer
3) Ve eR, F(z)=sin|——
) Va (z) 81n(2+26m>
et —1 <<
21 si0<zx<2
4) Yz R, F(z)=40 siz<0
1 sixz > 2
*
Exercice 5 Voir correction —

“+o00 l 2
1) Justifier que l'intégrale / v+ In7(z) dx converge.

21
0
2) En déduire qu'il existe un réel v > 0 tel que la fonction f définie pour tout réel z par f(x) =
z +In%(x )
X 7() siz>0 . . 1 2
27 est une fonction densité de probabilité.
0 siz <0
3) Soit X une variable aléatoire & densité de densité f. Montrer que X admet une espérance et une variance (on ne
demandera pas de les calculer).
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* X %
Exercice 6 Voir correction —

1) Montrer que pour tout x dans R privé de {% +k | ke Z}, Lx + %J = — L—x + iJ
+oo 1

2) Justifier que l'intégrale / —————— dx converge.
) aue Fnegrale | e+ 1)) g

3) En déduire qu'il existe un réel o tel que la fonction f définie pour tout réel x par f(z) = —————— est une

fonction densité de probabilité.
4) Soit X une variable aléatoire & densité de densité f.
a) Justifier que X admet une espérance et déterminer F(X) sans calcul.
b) Justifier que X admet une variance, puis montrer que :

2

+oo
V(X)22/ ——dx
0 1+(m+%)4

* X %
Exercice 7 Voir correction —

) ) ) ) —— si0<z<1
Soit ¢ un réel et soit f la fonction définie par f(z) =< 1+
0 sinon

1) Déterminer c tel que f soit une densité de probabilité d’une variable aléatoire.

1
2) Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que Y = X LXJ est une variable a densité qui suit la méme

loi que X.
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Correction des exercice

Correction de 1’exercice 2 :

1) a) 1=2"] = |2|" = p" donc p" = 1. La seule solution dans RT* de ’équation z" =1 est 1 donc p = 1.
b) On a désormais z = . Comme 2" = 1, alors ™ = 1 donc nf est un multiple de 27. Il existe donc m € Z tel
2mm

que nf = 2mm donc = ——.
n

¢) Soit g € Z et k € N le quotient et le reste dans la division euclidienne de m par n, alors m = gn + k avec k < n
donc k € [0,n — 1]. On a donc m — k = gn donc m — k est un multiple de n.

d) On en déduit que z = X = Q2am g2hm/n — 2km /1 cap 24T = | pour tout entier q.
2) o= (GQikTr/n)n — e2tkm — 1.
Correction de I’exercice 3 :
1) Sij =mk avec k € Z, alors w’ = (e?™/k)ymk = g2imm — 1,

2) 11 faut factoriser par w’/? :

|1 +w£| — ‘w£/2| ~ |w—Z/2 +w£/2|
_ ‘w‘é/Q % |62187r/2k +e—21ﬁ£7r/2k|

_ ‘eiéﬂ'/k‘ +e—i€7r/k‘ |

7l
D) ~

= . d’apres la question 1 car jk est un multiple de &

k—1 k—1
> W= 1
=0 =0
=k
Finalement :
k—1 0 sij n’est pas un multiple de k
IR
-0 k sij est un multiple de k
4) Partons du membre de droite :
k-1 k—1
1 1 1
Zon - 1 Hn _ 1 H\n
- +ke:1( +wh) Q;O( +uwh)
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0 sij n’est pas un multiple de k

avec S; =
k sij est un multiple de k

5) On a:

P(X,, est un multiple de k) =

donc on peut écrire :

P(X,, est un multiple de k) — k‘

IN

IN

IN

IN

<n> W i
J

Jj=0
7 multiple de k

> ()

7 multiple de k

0
7 multiple de k

i multlple de k

v % ()

7 multlple de k

1< i

1 k—
g:
1 k—1
ﬂ Z (1 + C(JZ)”
ell=1

k—1
1
Py Z 11+ wt" par inégalité triangulaire
=1

d’apres la question 2

car Vo € R, | cos(z)| <1

QOB

BY NC
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2(k -1 1
Oet lim A1) = 0 donc par encadrement lim P(X,, est un multiple de k¥)—— = 0donc lim P(X,, est un multiple d
) n—+oo nk n—+o00 k n—+o0o
%.

Correction de 1’exercice 4 :

1)

2)

3)
4)

— Continue sur R ? Oui par produit et somme de fonction continues.

— C! ? Oui sur R par produit et somme de fonction C?.

— Limites en —co et 400 ? lim arctan(z) = —75 et lim arctan(z) = 5 donc
T — — 00 r——+00
1 =« 1 1 = 1
lim F(z)= —=~ X~ 4+==0 et lim F(#)=-x4+-=1
AnF=—oxgrg =0 In Fw =2ty

— Croissante ? Oui car arctan est croissante sur R.
donc c’est bien la fonction de répartition d’une variable X a densité, une densité de X est f avec :

1
R )= —
Vr € ; f(IE) ($) 7T(1 +.’1?2)
— Continue sur R ? Elle est continue sur | — 0o, 0[, sur [0, A] et sur A, +o0[ car elle est définie par des opérations

usuelles sur des fonctions continues sur chacun de ces intervalles.

lim F(z) = lim F(z)=0et F(0) =0 donc lim F(x) = F(0).

z—0t r—0— z—0

De méme, lim F(z)= lim F(z)=1et F(A) =1donc lim F(z) = F(A).
rz— At r— A~ r—A

F est donc continue aussi en 0 et en A, donc elle est bien continue sur R.

— C* ? Oui sur | — 00;0], sur ]0, A et sur |A, +oo[ par opérations sur des fonctions C'. F est donc C! sur R sauf
éventuellement en 0 et en A.

— Limites en —oo et +00 ?Constante égale & 0 sur | — oo, 0] et constante égale a 1 sur |4, +o00[ donc lim F(z) =0
T——00

et lim F(z)=1.

Tr—r+0o0

— Croissante ? Constante sur | —oo, 0[ et sur |4, +-00[ et croissante sur [0, A] par composition de fonctions croissantes,
donc croissante sur R par continuité.
C’est donc bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire X a densité. Une densité f de X est donnée par :

n r\n—1
— = size|0,A
vreR, f(z)= (3 [0, 4]
0 six ¢ [0, A]
— Continue sur R 7Pour tout réel z, 2+ 2e* > 0 donc x — 2172 est continue sur R comme quotient de fonctions
eZIJ

continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. Par composition avec sin qui est continue sur R, F' est donc
continue sur R.
— C' ? Oui C' sur R comme composition d'une fonction quotient de fonctions C! dont le dénominateur ne s’annule
pas par la fonction sin qui est aussi C?.
me* me me

s
= 0 A t. y t = d 1 —_— = —
par opérations, et o i pea onc Hm o T 2e7 2 par

Ui Ui

— Limites en —oco et +00 7?7 lim ———
z——o00 2 4+ 2eT

opérations.
;

Par composition avec sin et par continuité en 0 et 2 lim F(z) =sin(0) =0et lim F(z)=sin(r/2) = 1.
2 T—r—00 T—r+00

— Croissante ? F est C! et pour tout z € R, :

, me?(2+2e%) —me® x2e” e’ 2me® wer
Fl(z) = — X COS = —— X €oS | ———
(24 2e7)? 2+ 2e” (24 2e7)2 24+ 2e”
Ve € R,—" > 0 donc F'(x) est du signe d T ) o tout réel z, 2 + 2e% > 2e? d
X Ty = onc xX) es u signe ae cos{ —m— | . T pour tout reel x, e” ~ € onc
2+ 2¢7)2 & 2+ 2e P
0 < 575 < 50 et donc 0 < FZ& < Z& < Z. Pour tout 6 dans [0, %], cos(f) € [0,1] donc finalement

Ve € R, F'(z)> 0 et donc F est croissante sur R.
F est donc bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire X a densité. Un densité f de X est donnée par :

2me

z me®
v R = S —_—
reR, f(z) CEDYE XCO§<2+281>

QOB
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5)

— Continue sur R ? F' est continue sur | — 0o, 0[, sur [0, 2] et sur ]2, +oo[ par opérations sur des fonctions usuelles
continues.
lim F(z) = lim F(z) =0et F(0) =0 donc lim F(x) = F(0)
x—0~ z—0+ z—0
lim F(z)= lim F(z)=1let F(2) =1
T2~ r—2+
F' est donc aussi continue en 0 et en 2, donc finalement elle est continue sur R.

— C! 7 F est Ct sur | — 00,0], sur [0,2] et sur |2, +o0[ par opérations sur des fonctions usuelles C!.

Elle est donc C! sur R sauf éventuellement en 0 et en 2.
— Limites en —oo et +00 ? F est constante égale a 0 sur |—oo, 0[ et constante égale a 1 sur |2, 4oo[onc lim F(x) =0

r——00
et lim F(z)=1
r—+o0

— Croissante ? F' est constante sur | — 0o, 0[ et sur ]2, +oo[ donc croissante sur ces intervalles.
eil)
>0
e
donc F est croissante sur [0, 2] aussi, donc finalement croissante sur R par continuité.
F est donc bien la fonction de répartition d’une variable a densité X. Une densité f de X est donnée par :

Sur [0,2], F est dérivable et : Vo € [0,2], F'(x)=

VeeR, f(z)=( e —1

0 sinon

Correction de 1’exercice 5 :

1)

L’intégrale présente deux impropriétés, en 0 et en +oo.
z + In?
()

21’

Pour tout « € [0, +o00[, on > 0.
1 2

Au voisinage de 0, 2+ In(w) ~In®(z) car z = In*(z) et 2* — 1.
2z z—0 z—0

2

De plus, z!/ 1n2(a:) —> 0 par croissance comparée donc 1n2(x) = 0( > et l'intégrale de Riemann fol %/2 dzx

1/2

converge comme = < 1. On en conclut d’apres les théoremes de comparaison pour les intégrales de fonctions positives

que fo ln x) dz converge puis que fo %z(l) dx converge.
1 2
Au voisinage de 400, on a In?(z) = o(z) donc z + In*(z) ~ 2 donc o +In7(z) ~ Lo petn®),
z—+o00 2% +o0 2%
Or z%e~®(2) — 0 par croissance comparée donc ze "2 = o (L) et I'intégrale fl 2 da converge car 2 > 1
r—r+00

donc d’apres le théoreme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives fl ze "2 dz converge puis

oo -+ In”
I %I;(I)dx converge.

—+oo 1 2
On en conclut que / Ln(x)

o= dx converge.
0

-1 +o0 1 2
Il suffit de poseer v = (f+oo IHH z4ln (@) da:) pour avoir que fjooj f(z) dz converge et vaut fy/ @ +1In’(z) dr =

2;6

0

v x 471 = 1. De plus f est bien continue et positive sur R sauf éventuellement en 0 par opérations, donc f est bien
une fonction densité de probabilité.

z2 422 In? (x) _—

2
Pour tout z > 0 z%f(z) = y AT InT(@) op g2 In?(z) — 0 par croissance comparée donc lim 5

27)
z—0t
L’intégrale f0+°° 22 f(x) dz est donc faussement impropre en 0.
3
x
Au voisinage de +o0o, z%f(x) ~ 5 = 23 e () et comme 2°e M) g — [z — 400]0 lintégrale f0+°° 2?2 f(z)dx
converge par le critere de Riemann et le théoreme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives.
On en conclut que f0+oo 2% f(z) dz converge, donc comme f est nulle sur | — o0, 0[, [~ > o2y (z) dz converge. Ainsi X
admet un moment d’ordre 2 donc admet une variance et donc aussi une espérance.

Correction de 1’exercice 6 :

1)

Soit @ un réel tel que x ¢ {1 +k |k € Z} et soit n = [x]. On distingue deux cas, ou bien n < # < n + 3 ou bien
n+i<z<n+l

— ler cas:n§x<n+%
On a alors d’une part :

1 1
n§n+§§x+§<n+l

QOB
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donc x + 3 est dans lintervalle [n,n + 1[ avec n € Z donc |z + 3| = n.
Et d’autre part

—n—-<-r<-n
B =

donc

1 1
— — - < — — — 1
n < $+2_ n+2< n —+

donc —z + % est dans 'intervalle [—n, —n + 1] avec —n € Z donc |—z + %j = —n. On a donc bien dans ce cas :

[+ 5] = L2+ 3]

— 2e cas n+%<x<n+1
On a d’une part :

1 3
n+1§x+§<n+§<n+2

donc x + 1 appartient & l'intervalle [n +1,n + 2[ avec n+ 1 € Z donc |z + 3| =n+1.
D’autre part, on a :

1
—n—-1<—-x<-—-n——-

2

donc

1< L < + ! <

n n-3 Tt n

donc —x + % appartient & Uintervalle [-n —1,n[ avec —n — 1 € Z donc |x] = —n — 1. On a donc bien dans ce cas
aussi : 1 1

e+ 5] =~l-z+3]

1
2) La fonction  +— |z + 3| est impaire sur R\ {4 + k | k € Z}, donc & — ———————— est paire sur cet ensemble.

1+ (lz+3))

1 1 1 1
Pour tout x> 35, [t + 5| >2z+5-1=2—3.

Pour tout A > 0, on a donc :

4 1 4 1
——dx < ———dx
/0 1+ [z 4 3]* _/0 1—(z+3)*

1 1
~ — donc par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente on en déduit que f0+oo m d
=+ L
2

t -
1+ (z— %)4 oo
. . . . A 1 +oo 1 , .
converge, donc par majoration de la fonction croissante A +— ——— dz par ———— dz on en déduit
& parmal Ui wrmpr TRl Ry P

1

€ a

qu’elle admet une limite lorsque A tend vers +oo.
Par la parit¢ de la fonction sur R\ {3 + & | k € Z} on a également (car changer la valeur de la fonction en un nombre
fini de points ne change pas la valeur de 'intégrale), pour tout A <0 :

0 1 - 1
——dz = / ———dx
/Al+Lm+§J4 o l+lz+g)
donc converge lorsque A — —oo car —A — +oc.
700 14 (le+ 3]

De plus, f est positive sur R et continue sur R sauf éventuellement en {% + k| k € Z} (petit arrangement avec le
théoréme au programme qui n’est pas assez général pour inclure ce cas)

~1
3) Il suffit de poser a = ( +oe ﬁ dx) pour avoir que fj;: f(z)dx converge et fj;o flx)dr =axa ! =1

4) a) On a |z|f(z)~ % ol % en —oo on a |z|f(z)~ g%, donc par comparaison avec les intégrales convergentes

et 1+OO %3 Iintégrale fj;o |z| f(z) dz converge donc X admet une espérance.

1 1
fe o
Sur lintervalle [— A, A], f est paire sauf en un nombre fini de points donc x — z f(x) est impaire donc ff‘A zf(x)dx =

0 En passant & la limite lorsque A — 400 on obtient E(X) = f_+oo xf(x)dx = 0.

oo
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Oé.’L‘2

b) De méme, z2f(z) fodiow nley % et de méme en —oo. Par TCPIFP on en conclut que f_Jr;o 22 f(z) dz converge.
D’apres le théoreme de Koenig-Huygens, V(X) = E(X?) — E(X)? = E(X?) car E(X) = 0.

Pour tout A > 0,

A A
/ 22 f(x)dz = 2/ 22 f(x) dz par parité sauf en un nombre fini de points
—A 0

A 1'2
:2/0 N (EE )

Or pour tout = > 0, |z + %J <z+ % donc par passage & 'inverse et produit par z2 > 0 :

x? x?

T4 (e +2)" T 14 (@ + 1)

2 2
1
Comme x74 ~ :% ~ — lintégrale de droite converge et par passage a la limite on a bien
1+ (z+3) tooat @
+oo 2
V(X)>2 / xiél dx
0o 1+ (z+3)

Correction de I’exercice 7 :
1) f est continue sur | — oo;0[, sur [0, 1] et sur ]1; 4+o00[, donc continue sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.
f est positive sur R et fj;f flx)dx = joooo f@)dr=1<c=

c
0 14z

In(2)
f est donc une densité de probabilité si et seulement si ¢ = o
n
2) Par définition on a pour tout réel x : [z| <z < ||+ 1. Ainsi, 0 <z — |z] < 1. On en déduit que Y est a valeur dans

[0,1].
Ainsi :

— Pour tout réel z < 0, P(Y <) =0

— Pour tout réel z > 1, P(Y < z2) =1
Reste & étudier le cas o = € [0, 1]. La famille (L%J = k)k ey st un systeme complet d’événements donc d’apres la

formule des probabilités totales :

I
7

|
NgH
8
~
o N N

1 1
— < < = 1
{gsrrapnirsg<ri})

k=1
+o0 1
k=1
+oo 1 1
=> P <X<- car P(X >0) =
k+zx k
k=1
= 1 1
:Z cln({l4+—-)—-cln{14+—
k k+x
k=1
+o0o
=cY (In(k+1)=In(k) —cY In(k+z+1) - In(k +2)
k=1
N N
:NLHEOO (ckzlln (k+1 c;ln (k+z+1) ln(k+:17))>
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= lim e¢(In(N+1)—1In(1)) = (cIn(N+z+1) —In(z+ 1))

N—+o0
. N+1
= NEI}:OOCIH (W) + Cln(l' + 1)
. N+1
=cln(1l+ z) car Nli)IEOO In <N+x—|—1> =In(1)=0

On reconnait la fonction de répartition de X donc Y suit la méme loi que X.
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